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TEMA 4: CONICAS.

Hasta ahora hemos estudiado los subconjuntos maés sencillos, desde un punto de vista
geométrico, de un espacio afin o de un espacio proyectivo: las variedades lineales (puntos,
rectas, planos, etc.), que hemos llamado subespacios afines en el caso afin y subespacios
proyectivos en el caso proyectivo. Estos subconjuntos son los mas simples porque vienen
definidos como el conjunto de ceros de una serie de polinomios lineales (homogéneos en el
caso proyectivo), es decir, vienen definidos por polinomios de grado 1. A su vez, dentro de
estas variedades lineales, las mas sencillas son aquellas definidas por una unica ecuacion
lineal, que son las que hemos llamado hiperplanos (afines o proyectivos). Parece légico
pensar que los subconjuntos siguientes en cuanto a nivel de complejidad sean aquellos que
se obtienen como conjunto de ceros de un polinomio (homogéneo en el caso proyectivo)
cuadrdtico o de grado 2. Estos subconjuntos son las llamadas hipersuperficies cuddricas.
Para abordarlas se pueden usar las herramientas afines, euclideas y proyectivas que hemos
ido desarrollando hasta ahora, de forma que el estudio de las cuadricas desde una pers-
pectiva proyectiva nos dé informacion sobre las cuadricas afines y viceversa. De entre las
hipersuperficies cuddricas estudiaremos las mas sencillas, las del plano (afin y proyectivo).
Estas seran las curvas del plano definidas por una ecuacion de grado 2. A estas curvas se
les llama conicas.

10. CONICAS EN EL PLANO AFIN

Las cénicas como lugares geométricos en el plano afin euclideo

Las coénicas son un tipo de curvas planas cuyo estudio se remonta a los antiguos griegos.
Su nombre se debe a que pueden obtenerse como secciones de un cono en el espacio afin
cuando lo cortamos con diferentes planos afines.

Es posible que en el pasado haydis visto también que una conica se define a partir de
sus propiedades métricas. Nuestro primer objetivo es justificar por medio de ejemplos
que, tal y como anunciabamos en la introduccion de este tema, estas cénicas definidas por
propiedades métricas o como secciones conicas son curvas que se pueden describir por una
ecuacion de segundo grado. Tomemos el ejemplo de una elipse real. Una elipse real es el
lugar geométrico de aquellos puntos del plano afin euclideo esténdar A% tales que la suma
de sus distancias a dos puntos dados, iguales o distintos, llamados focos de la elipse, es
constante y mayor que la distancia entre los focos. Si los dos focos son puntos distintos,
la recta que los une se denomina eje principal o mayor de la elipse y el punto medio del
segmento que determinan los focos, centro de la elipse. En este caso, la recta perpendicular
al eje mayor por el centro de la elipse se denomina eje secundario o menor de la elipse.
Los puntos de interseccion de los ejes con la elipse se denominan wvértices de la elipse. Los
segmentos que unen el centro de la elipse con cada uno de sus cuatro vértices se llaman
semiejes (mayores o menores segun el eje en el que estén). Estudiamos a continuacion
una elipse real concreta:

Ejemplo 10.1. En el plano afin A% con su estructura euclidea esténdar consideramos
los puntos p; = (—1,0) y po = (1,0). Sea C; el conjunto de puntos p de A% tales que
la suma de sus distancias d; = d(p,p1), do = d(p,p2) a p1 y a p2 es dy + dy = 4. Por lo
dicho anteriormente la curva C es una elipse real, los puntos p; y ps son los focos de Cf,
los ejes mayor y menor de C; son las rectas de ecuaciones y = 0 y z = 0, el centro de
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FiGura 1. Elipse C4

C es el punto o = (0,0), los vértices de C} son los puntos a; = (—2,0),a2 = (2,0),b; =
(0, —v/3), by = (0,/3) v los semiejes de C; miden 2 y /3.

Veamos ahora cémo se escribe en coordenadas la condicién d(p,p;)+ d(p,p2) = 4. Un
punto p = (z,y) de A% pertenece a C; si y solo si

Ve+1P+y + V@ =17+ =4,

que, como ambos lados de la ecuacién son no negativos, es equivalente a

e+ 1+ 4"+ (2 =1+ 9> =16 = =2/ (z + 1)2 + >/ (2 — 1)2 + 2

y esta a

4yt —T=—(x+ 12+ 12/ (z —1)2 + 42
La ultima ecuacién es equivalente a
(10.1.1) @+ =12 =((z+ 1>+ ) ((xz — 1>+ %)
ya que no existen puntos (z,y) de A% que satisfagan
(x4+ 12+ + (= 1)+ =16 =2/ (z + 1)2 +32/(z — 1)2 + 42,

pues esto es equivalente a d(p, p;)— d(p,p2) = £4, que contradice la igualdad triangular.
Desarrollando y simplificando (10.1.1) obtenemos que C es el conjunto de puntos p = (z,y)
de A% tales que

32 +4y* —12=0
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0, equivalentemente,
2 2
x Y
10.1.2 —+==1
( ) 73
El ejemplo 10.1 nos muestra que podemos expresar C'; como el conjunto de ceros de un
2
polinomio de grado 2 en z e y (el polinomio %2 + £ — 1 o el polinomio 3z* + 4y* — 12) o,
lo que es lo mismo, como el conjunto de soluciones de una ecuacién de grado 2 en z,y (la
ecuacion % + % —1=0032?+4y?>—12 = 0). Esto nos da otro enfoque para acercarnos a
las conicas: describirlas analiticamente, es decir, por medio de ecuaciones. A continuacion
generalizamos el ejemplo 10.1 considerando elipses reales que tienen como centro el punto
(0,0) y como eje mayor la recta de ecuacién y = 0:

Ejercicio 10.2. En el plano afin A% con su estructura euclidea estandar consideramos la
elipse real E que tiene por vértices los puntos (—a,0), (a,0), (0, —b) y (0,b), donde a y b
son numeros reales que cumplen a > b > 0. Demuestra que
(a) los focos de E son los puntos p; = (—¢,0) y ps = (¢,0), donde ¢ = va? — b?;
(b) el eje mayor de E es la recta de ecuacién y = 0, el eje menor de E es la recta de
ecuacién x = 0, el centro de E es el punto (0,0) y los semiejes mayor y menor de
E miden a y b respectivamente;
(¢) los puntos p de E son aquellos puntos de A} que cumplen d(p, p1)+ d(p, p2) = 2q;
(d) un punto p = (z,y) pertenece a E si y solo si
2 2
T )
(10.2.1) ) + 2 =1
0, lo que es lo mismo,
b z? + a*y* — a®b? = 0.

Ejercicio 10.3. En el plano afin A% con su estructura euclidea estdndar consideramos
la circunferencia S de centro o = (a, ) y radio r (siendo r un ntimero real positivo).
Demuestra que

(a) S es una elipse real en la que los focos son iguales a o (indicacién: observa que un
punto p de A% pertenece a S si y solo si cumple d(p, 0)+ d(p,0) = 2r);
(b) un punto p = (z,y) pertenece a S si y solo si

(10.3.1) (z—a)l+@y—B)>=r’
o lo que es lo mismo
2* +y? —2ax — 2By + (a* + B2 —1r?) =0

(si 0 = (0,0), ;puedes obtener a partir de (10.3.1) una ecuacién como (10.2.1)?
,c6mo?).

Vemos ahora otro ejemplo de elipse en el que, al contrario del ejemplo 10.1 y del ejerci-
cio 10.2, el centro no es el (0,0) y el eje mayor no es la recta de ecuacién y = 0 (esto tendrd
como consecuencia que, aun siendo de segundo grado, la ecuacién (10.4.1) que obtendremos
para esta elipse serd més complicada que (10.2.1):

Ejemplo 10.4. En A% consideramos los puntos pj = (—72 +1, —*/75 +1)yph = (‘/75 +
1, ‘/75 + 1) y el conjunto C de puntos p tales que la suma de sus distancias a p| y a p, es
d(p, p})+ d(p,py) = 4. Intuitivamente parece claro que C debe ser una curva muy similar
a (', ya que en la definicién de '] solo hemos cambiado, con respecto a la definicién de C,
los puntos p; y pe por los puntos p) y ph, pero la distancia entre ellos se sigue conservando,
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Ficura 2. Elipse C]

v
o
~

es decir, d(py1, p2) =d(p}, py) = 2. En efecto, C es una elipse real cuyos focos son p} y ph,
cuyos ejes mayor y menor son las rectas L) y L} de ecuaciones z—y = 0y x+y—2 = 0, cuyo
centro es el punto o/ = (1,1) y cuyos semiejes miden 2 y v/3 (mds adelante veremos que
(' es el resultado de aplicarle a C la isometria que resulta de componer la traslacién de
vector (1, 1) con un giro de centro (1,1) y dngulo 7/4). Puedes comprobar, argumentando
como en el ejemplo 10.1, que si p = (z,y), la condicién d(p, p})+ d(p, py) = 4 es equivalente
a

(10.4.1) 2%+ Ty* — 2oy — 120 — 12y — 12 =0,

por lo que la elipse real C] es también el conjunto de ceros de un polinomio, en este caso,
el polinomio 72% + Ty? — 2xy — 12x — 12y — 12. Este polinomio no es tan sencillo como el
que nos servia para determinar los puntos de la elipse C del ejemplo 10.1, pero vuelve a
ser un polinomio de segundo grado.

Vemos mas ejemplos de conicas definidas como lugares geométricos:

Ejemplo 10.5. Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano afin euclideo
estdndar A% tales que la diferencia de sus distancias a dos puntos dados distintos, llamados
focos de la hipérbola, tiene valor absoluto constante y menor que la distancia entre los
focos. La recta que une a los focos se denomina eje principal de la hipérbola y el punto
medio del segmento que determinan los focos se denomina centro de la hipérbola. La recta
perpendicular al eje principal por el centro de la hipérbola se denomina eje secundario de
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la hipérbola. Los puntos de interseccién del eje principal con la hipérbola se denominan
vértices de la hipérbola.

Consideramos ahora una hipérbola concreta: el conjunto Cy de puntos p tales que el
valor absoluto de la diferencia de sus distancias a (—v/2,0) y (v/2,0) es igual a 2 (segtin
la definicién (—v/2,0) y (v/2,0) son los focos de Cs, el punto (0,0) es el centro de Cs
y las rectas de ecuaciones y = 0 y = = 0 son los ejes principal y secundario de Cj).
Argumentando como en el ejemplo 10.1, vemos que C; es la curva de A% formada por los
puntos (z,y) que satisfacen la ecuacién

(10.5.1) 2t -yt =1

Asi pues vemos que de nuevo podemos describir la conica Cy como el conjunto de ceros de
un polinomio de grado 2, concretamente, el polinomio 22 + y? — 1. Como el eje principal
de C5 es la recta de ecuacion y = 0 de la ecuacién de Cy se deduce que los vértices de Cy
son los puntos (—1,0) y (1,0).

A continuacién generalizamos la segunda parte del ejemplo 10.5 (la correspondiente a la
hipérbola Cs), considerando hipérbolas que tienen como centro el punto (0,0) y como eje
mayor la recta de ecuacion y = 0:

Ejercicio 10.6. En el plano afin A% con su estructura euclidea estdndar consideramos
la hipérbola H que tiene por vértices los puntos (—a,0), (a,0) y por focos los puntos
p1 = (—¢,0) y po = (¢,0) donde a y ¢ son ntimeros reales que cumplen ¢ > a > 0.
Demuestra que

(a) el eje principal de H es la recta de ecuacién y = 0, el eje secundario de H es la
recta de ecuacion = 0 y el centro de H es el punto (0,0);

(b) los puntos p de H son aquellos puntos de A% que cumplen |d(p, p;)— d(p, p2)| = 2q;

(¢) un punto p = (x,y) pertenece a H si y solo si

1’2 y2

(10.6.1) S

=1
0, lo que es lo mismo,

Ba? — a2y — a®b? = 0,
donde b = /2 — a2.

Al igual que pasaba en el ejemplo 10.4, si consideramos una hipérbola cuyo centro no sea el
(0,0) y cuyo eje principal no sea la recta de ecuacién y = 0, la ecuacién que obtendremos
serd mas complicada que (10.6.1), pero seguird siendo una ecuacién de segundo grado,
como puedes ver en el ejemplo 10.16.

Observacion 10.7. Hay dos diferencias que saltan a la vista cuando comparamos una
elipse real y una hipérbola. La primera es que los puntos de una elipse real forman un
conjunto que esta acotado mientras que los puntos de una hipérbola forman un conjunto que
no lo esta. Otra diferencia es que mientras que una elipse real que no sea una circunferencia
tiene cuatro vértices, una hipérbola tiene solo dos. Esta diferencia se debe a que estamos
trabajando con el cuerpo de los niimeros reales. Si, aunque las ecuaciones que usemos
sigan teniendo coeficientes reales, nos permitimos considerar no solo sus soluciones reales
sino también sus soluciones imaginarias (es decir, extendemos el cuerpo con el que estamos
trabajando y pasamos de R a C), observaremos que la interseccién entre una hipérbola
y su eje secundario estd formada por dos puntos que tienen imaginaria al menos una de
sus dos coordenadas. Asi pues, podriamos decir que una hipérbola tiene cuatro vértices al
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igual que una elipse real pero que, al contrario que esta, estos cuatro vértices son un par
de vértices reales y un par de vértices imaginarios.

La primera diferencia a la que hemos hecho referencia en esta observacion también esta mo-
tivada por trabajar sobre R pero la estudiaremos con mas precision cuando introduzcamos
el concepto de equivalencia afin de cénicas (consulta la definicién 10.18, el teorema 10.31 y
la observacién 10.32) y la entenderemos mejor desde un punto de vista geométrico cuando
veamos qué es el completado proyectivo de una coénica.

Seguimos ahora con otros ejemplos de coénicas, las pardbolas:

Ejemplo 10.8. Una parabola es el lugar geométrico de aquellos puntos del plano afin
euclideo estdndar A% que equidistan de un punto, llamado foco de la pardbola, y una
recta (que no contenga al foco), llamada directriz de la pardbola. La recta perpendicular
a la directriz por el foco de la pardbola se denomina eje de la parabola y la interseccion
del eje con la pardbola se llama vértice.

Consideramos una parabola concreta: la curva C5 formada por los puntos p que equidistan
del punto (1/4,0) y la recta de ecuacién x = —1/4 (segun la definicién que acabamos de dar
(1/4,0) es el foco de Cj, la recta de ecuacion x = —1/4 es su directriz, la recta de ecuacién
y = 0 es su eje y el punto (0, 0) su vértice). Argumentando como en el ejemplo 10.1, vemos
que Cj es el conjunto de puntos p = (x,y) que satisfacen la ecuacién

(10.8.1) T =12
Asi pues observamos que, de nuevo podemos, describir la cénica C3 como el conjunto de
ceros de un polinomio de grado 2, concretamente, el polinomio y? — .

Otro ejemplo de pardbola es el conjunto C% de puntos p = (z,y) que cumplen x? — 2z —
y—1=0 (jcudl es el foco y la directriz de C%7?).

A continuacion generalizamos la segunda parte del ejemplo 10.8 (la referente a la pardbola
(), considerando parabolas que tienen como vértice el punto (0,0) y como eje la recta de
ecuaciéon y = 0:

Ejercicio 10.9. En el plano afin A% con su estructura euclidea estandar consideramos la
parabola P que tiene como vértice el punto (0,0), como eje la recta de ecuaciéon y = 0y
como foco el punto (p/2,0), donde p es un nimero real positivo. Demuestra que

(a) la directriz L de P es la recta de ecuacién x = —p/2;
(b) un punto p = (z,y) pertenece a P siy solo si
(10.9.1) y? = 2px

o, lo que es lo mismo,
y* — 2px = 0.

Al igual que pasaba en los ejemplos 10.4 y 10.16, si consideramos una parabola cuyo vértice
no sea el (0,0) y cuyo eje no sea la recta de ecuacién y = 0, la ecuacién que obtendremos
serd mas complicada que (10.9.1), pero seguiré siendo una ecuacién de segundo grado.

Secciones conicas

Otro enfoque para acercarnos a las cénicas es verlas como secciones de un cono cuddrico (de
ahi viene precisamente el nombre de cénica). Consideramos un cono cuédrico () concreto:
el conjunto de puntos (z,y, z) de A} que satisfacen la ecuacién z°+y? — 22 = 0. La seccién
que se obtiene al intersecar () con el plano II, de ecuaciéon z = r, donde r € R,r # 0,



APUNTES DE GEOMETRIA LINEAL 103

F1icgura 3. Parédbola de foco (p/2,0) y directriz la recta L de ecuacién x = —p/2.

“(p/2,0)

NO

es una circunferencia contenida en II,, con centro (0,0,r) y radio |r|. Por otra parte, la
interseccion @ N Il consiste solamente en el punto (0,0,0) por lo que @ es efectivamente
un cono, cuyo vértice es el punto (0,0,0). El nombre de cuddrico viene del hecho de que
Q@ esté definido por una ecuacién cuadrética en las variables z, ¥, z.

Si intersecamos () con diferentes planos vamos obteniendo diferentes tipos de conicas. Ya
hemos comentado que si intersecamos () con planos horizontales II,., exceptuando el plano
[Ty de ecuacién z = 0) obtenemos circunferencias, que son un tipo especial de elipses. Por
ejemplo, si intersecamos () con el plano horizontal I, de ecuaciéon z = 2, obtenemos la
circunferencia, de centro (0,0, 2) y radio 2, contenida en Il,, que aparece en la figura 4. Si
movemos II, un poco para que deje de ser un plano horizontal, la interseccién con @) que
obtendremos serd también una elipse aunque ya no serd una circunferencia. Si intersecamos
Q@ con el plano II de ecuaciéon  —y — z + 1 = 0 obtenemos una hipérbola como muestra
la figura 5. Si movemos un poco el plano II, la intersecciéon con () seguird siendo una
hipérbola. Si intersecamos () con el plano II" de ecuacion = + z + 1 = 0, el resultado es
una parabola, como podemos ver en la figura 6.

Podemos describir las interesecciones anteriores con ecuaciones. Observa que todas ellas
son curvas en un plano (Ily, IT y IT"), asi que escribiremos sus puntos en coordenadas en el
plano correspondiente. Por ejemplo, en el caso del plano II de ecuaciéon x —y — z+1 =0,
si fijamos la referencia cartesiana Z = {(0,0,1);(1,0,1), (0,1, —1)}, las coordenadas de un
punto (x,y,2) = (z,y,x —y + 1) de II respecto de #Z son (z,y) (como II tiene dimensién
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F1GURA 4. Interseccion de @ y Il,.
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podemos expresar sus puntos con dos coordenadas). Entonces los puntos de @ N II son
aquellos puntos de II cuyas coordenadas respecto de Z cumplen la ecuacion 2xy —2x 42y —
1 = 0 (en la practica, lo que hemos hecho es despejar z en funcién de z e y y sustituir en la
ecuacién de Q). De igual forma, si fijamos la referencia %, = {(0,0,2);(1,0,0),(0,1,0)}
en el plano Il; de ecuacién z = 2, la interseccién ) N Il son los puntos de Il cuyas
coordenadas (z,y) respecto de % cumplen la ecuaciéon z? + y*> — 4 = 0. Finalmente,
si fijamos la referencia # = {(0,0,—1);(1,0,—1),(0,1,0)} en el plano II" de ecuacién
r+2z41 =0, la interseccién  NII" son los puntos de I cuyas coordenadas (x,y) respecto
de Z cumplen la ecuacién y? —2x —1 = 0. En los tres caso vemos que las secciones cénicas
obtenidas estan definidas por una ecuacion de segundo grado en dos variables. De hecho
esto no es exclusivo de estos tres ejemplos ya que, como la ecuaciéon de () es una ecuacion
cuadrdtica en tres variables x,y, 2, si intersecamos @ con cualquier plano de A%, al tener
este una ecuacion lineal en x, ¥, z, despejando por ejemplo z en dicha ecuacién en funcion
de z e y y sustituyendo en 22 +y? — 2% = 0, obtendremos siempre una ecuacién cuadratica
en dos variables. Volvemos pues a la conclusién de la subseccién anterior: las cénicas (y,
en este caso, podemos realmente decir las secciones cénicas) son curvas planas que vienen
descritas por una ecuaciéon de grado 2.

Definicién de cénica en el plano afin estandar
Lo visto en las dos subsecciones anteriores sugiere que una forma de tratar todas las

cénicas de manera unificada es considerar las curvas de A% definidas como ceros de un
polinomio F' de R[z,y] de grado 2, que es una expresién de la forma aj2? + agy? +
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FiGura 5. Interseccion de @ y II.

a12xY + am T + agey + ago, donde a1, ass, @12, ao1, a2, agp € R (los nombres que hemos dado
a los coeficientes de I’ parecen ahora bastante extranos; justificaremos esta notacién més
adelante). Sin embargo, tomar esto como definicién de cénica tiene algunos inconvenientes,
que vemos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 10.10. El lugar de ceros en A% del polinomio z? + y? + 1 o del polinomio
2% + y*> + 2 es el conjunto vacfo. El lugar de ceros en A% del polinomio z? + y? es el
conjunto {(0,0)}.

El ejemplo 10.10 nos muestra que hay polinomios de grado 2 de R[z, y] cuyo conjunto de
ceros en A% es un conjunto finito, posiblemente vacio. Calificar tales conjuntos como curvas
es contrario a la intuicién, por lo que, en un primer momento, sentiriamos la tentacién de
excluir estos polinomios y sus conjuntos de ceros de la definicién de cénica. Sin embargo,
esto no es deseable pues romperia la manera uniforme con la que queremos estudiar las
cénicas. Por otra parte, si consideramos los conjuntos de ceros de los polinomios del
ejemplo 10.10 no en A2R sino en A%, vemos que, estos si, son conjuntos infinitos (y de
hecho, el conjunto de ceros de cualquier polinomio de grado 2 en dos variables lo es).
Vemos ademds que aunque en A% el conjunto de ceros de 2% + y* + 1 y de 22 + y? + 2
es el mismo (el conjunto vacio), no pasa lo mismo cuando consideramos los conjuntos de
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F1GURA 6. Interseccion de @ y IT'.

ceros de 2 + y*> + 1 y de 2% + 3* + 2 en A% (de hecho, dos polinomios F; y Fy de Rz, y]
de grado 2 tendrdn el mismo conjunto de ceros en A% si y solo si existe A € R* tal que
F, = A\F}). Esto motiva la definicién de cénica que daremos finalmente, que tiene sentido
no solo sobre R sino en el plano afin estandar sobre cualquier cuerpo k:

Definicién 10.11. Sea k un cuerpo. Definimos la siguiente relacién de equivalencia en el
conjunto de polinomios de grado 2 de k[z,y|: dos polinomios F; y Fy son equivalentes si
y solo si existe A € k* tal que F, = A\F}. Una cdnica de A} es una clase de equivalencia
de polinomios de grado 2 de k[z,y|. Si F' un polinomio de grado 2 de k|z, y|, diremos que
la cénica [F] tiene ecuacién F' = 0.

Observacion 10.12. En la definicién 10.11 esta implicito que estamos fijando unas coor-
denadas de A, las coordenadas en el sistema de referencia canénico; ya veremos al final
de este tema qué ocurre cuando cambiamos de coordenadas. Por otra parte, es claro que si
Fy y F5 son dos polinomios relacionados, su lugar de ceros en A es el mismo. En muchas
ocasiones (como en los ejemplos 10.1, 10.4, 10.5 y 10.8 y, mas en general, en A% cuando el
lugar de ceros de F sea un conjunto infinito, o en AZ) el lugar de ceros de un polinomio
F de grado 2 determina la cénica [F] (es decir, si F” tiene el mismo lugar de ceros que F,
entonces F'y F’ estan relacionados). En estos casos podremos identificar la cénica [F] con
su lugar de ceros.

Segun hemos visto, la ecuacién de una conica es un polinomio de grado 2, en dos variables,
igualado a 0. Vamos a expresar esta ecuacion en forma matricial.
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Atencién: A partir de ahora los cuerpos con los que trabajaremos en este tema tendran
caracteristica distinta de 2 (La razon es evidente a la vista de las matrices que aparecen
en la siguiente definicién).

Definicién 10.13. Sea k un cuerpo de caracteristica distinta de 2, sea F' = a112% +ag0y? +
a12xy + ag1x + agey + ago un polinomio de grado 2 de k[z,y| y sea C = [F] la cénica de
A% correspondiente. La ecuacién de C

a11x2 + a22y2 + a2y + ag1x + agay + agy =0

se puede expresar como

1 1
ago 3001 5002 1
1
(1 X y) %am air 5012 z | =0.
1
3002 3012 (22 Y

Denotamos
Qoo %am %aoz
M(C) = %am ainl  5G12
502 %aw 22

y decimos que M(C') es una matriz asociada a la cénica C'. Asimismo, denotamos como

m(C) a la submatriz
wer— (g 1)
5Q@12  G22
de M(C) (observa que m(C') no es nula ya que el polinomio F' es de grado 2).

Observacién 10.14. La matriz M (C) de la definicién anterior es una matriz simétrica.
Dada una cénica C', su matriz asociada es unica salvo producto por un elemento de k*.

Clasificacion afin y métrica de las cénicas

Nos planteamos ahora una especie de problema inverso al que hemos abordado en los ejem-
plos 10.1, 10.4, 10.5 y 10.8. En esos ejemplos describiamos primero las cénicas Cy, C, Cy y
('3 por sus propiedades métricas (es decir, las describlamos de forma geométrica) y después
hallabamos la ecuacién que las caracterizaba. Posteriormente, en la definicion 10.11, diji-
mos que en general una conica es una clase de equivalencia de polinomios de grado 2 o, si se
quiere, una ecuacién de segundo grado. Por tanto, si nos dan una cénica [F| de A%, donde
F = a112® + asy® + a122y + ap1 & + ap2y + ago ¥ a11, aza, 12, dot, Aoz, ago € R, nos gustaria
ahora ser capaces de describirla geométricamente o, hablando con mas propiedad, describir
geométricamente su lugar de ceros, es decir, decir cuales son las propiedades métricas que
cumplen los puntos del conjunto {(x,y) € A% | a112%+axny?+ary+agx+agpy+ap = 0}
o, al menos, decir qué aspecto tiene dicho conjunto. Supongamos ahora que nos dan las
conicas de ecuaciones (10.1.2), (10.5.1) y (10.8.1) pero que no hemos leido los ejemplos 10.1,
10.5 y 10.8. Como las ecuaciones (10.1.2), (10.5.1) y (10.8.1) son muy sencillas podemos
sin muchas dificultades esbozar un dibujo de su lugar de ceros. Mas atn, los ejercicios 10.2,
10.6 y 10.9 nos dicen que la cénica dada por (10.1.2) es una elipse real, la cénica dada por
(10.5.1) es una hipérbola y la cénica dada por (10.8.1) es una parabola. Esos ejercicios
también nos permiten hallar en cada caso los ejes, vértices, etc. de esas conicas a partir
de sus ecuaciones y decir qué condicién métrica han de cumplir los puntos que pertenecen
a su lugar de ceros.
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Ejemplo 10.15. Imaginemos ahora que a alguien que no ha leido el ejemplo 10.4 le piden
describir geométricamente o, al menos, esbozar un dibujo, del lugar de ceros dado por la
ecuacién (10.4.1) sin darle més informacién que esa ecuacién. Seguramente le resultaria
una tarea dificil. A nosotros, que si hemos leido el ejemplo 10.4, nos resultara més facil ya
que sabemos c6mo se construye el lugar de ceros C] de la ecuacién (10.4.1): es el lugar de
los puntos tales que la suma de sus distancias a p| y p), es igual a 4. Observamos también
que la descripcién geométrica de Cf es muy similar a la descripcién geométrica de C en
el ejemplo 10.1, ya que C] es el lugar de los puntos tales que la suma de sus distancias
a p; y p es igual a 4 y la distancia entre p; y ps y entre pj y p, es en ambos casos 2.
Finalmente nos damos cuenta de que si queremos transformar los focos p} y pf de C7 en
los focos p; y pe de C} mediante una isometria (como una isometria transforma rectas en
rectas y conserva las distancias, observa que en ese caso transformaremos también el eje
mayor de C] en el eje mayor de C] y el centro de C7, que es el punto (1,1), en el centro
de 4, que es el punto (0,0)) lo que podemos hacer es considerar la composicién f de la
traslacién t, de vector v = (—1,—1) seguida del giro g de centro (0,0) y dngulo —7/4.
Como f es una isometria y por tanto conserva las distancias, f no solamante lleva p a p;
y Py a po sino que transforma un punto tal que la suma de sus distancias a p} y p,, es 4 en
un punto tal que la suma de sus distancias a p; y py es 4. Es decir, f(C]) C C} y, como la
inversa de f es de nuevo una isometria, de hecho, f(C]) = C;. Poniéndonos de nuevo en el
lugar de esa persona a la que han pedido describir el lugar de ceros de la ecuacién (10.4.1)
sin haber leido el ejemplo 10.4, si esta es capaz de dar con la isometria f, aplicandola a
1, obtendria la cénica C;. Esta persona podria describir las propiedades métricas de C
usando el ejercicio 10.2 y, deshaciendo la isometria (es decir, aplicando f~1 a C}), obtener
las propiedades métricas de C7, ya que, como ya dijimos, f~! es también una isometria.

A continuacién comprobamos analiticamente que f(C7) = C;. Es un sencillo ejercicio ver
que las ecuaciones de f~! respecto de la referencia canénica de A% son

/

Como un punto p = (z,y) pertenece a f(C}) si y solo si f~1(p) pertenece a C7, los puntos
p de f(C7) son aquellos cuyas coordenadas cumplen
(10.15.1)

7(\/7555 — \/Tiy +1)% + 7(‘/7556 + ‘/753/)2

(L2 — 2y 4 1) (L + Ly) —12(Lr — Ly +1) — 12(Lx + L2y) — 12 = 0.
Simplificando la ecuacién (10.15.1) obtenemos que los puntos de f(C?) son lo puntos que
satisfacen la ecuacion

6% +8y? — 24 =0,

que es equivalente a la ecuacién (10.1.2). Es decir, f(C]) = (i, tal como habiamos
argumentado mas arriba.

En el ejemplo 10.15 hemos sido capaces de encontrar una isometria que transforma Cf
en una conica de C porque teniamos previamente informacion geométrica de como era
(. Si nos dan una cénica de la que a priori no sabemos su aspecto ni sus propiedades
geométricas, jcomo seremos capaces de describirla? Lo vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10.16. En el plano afin euclideo estdndar A% consideramos la cénica Ch de
ecuacion 722+ 50zy+7y? —82v/2x —461/2y—178 = 0. Queremos describir geométricamente
el lugar de ceros de Cf. Para ello seguiremos estos pasos.
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Paso 1: Lo primero que haremos serd buscar, si es posible, una isometria que transforme
(Y en una conica de ecuacién como las que aparecen en los ejercicios 10.2, 10.6 y 10.9.

Observamos que
178  —41v2 —232
M(CY) = | —41v2 7T 25
—-23v2 25 7
Segun el teorema espectral toda matriz simétrica real puede diagonalizarse simultaneamente
por congruencia y por semejanza; es decir, existe una matriz ortogonal que diagona-
liza dicha matriz simétrica. La matriz simétrica que consideraremos sera la submatriz

m(CY) = (275 275> de M(C%). El polinomio caracteristico de m(Ch) es A2 — 14\ — 576, de

donde los valores propios de m(C%) son 32 y —18. El subespacio propio del valor propio 32
es L((1,1)) y el subespacio propio del valor propio —1 es L((1,—1)). Tomando un vector

de norma 1 de cada subespacio obtenemos una base ortonormal de A%, como por ejemplo
{(2.2),(-4,2

=5 ~=,% )}, formada por vectores propios de m(Cy). Entonces

V2 V2
Mys =% 3
2 2
-1
V2 2
2 _y2 To25\ (@ -\ _ (32 0
V2o V2 25 7 V2o V2 0 —18)"
2 2 2 2
Como Mp g, es una matriz ortogonal, M;Bc = MJtB,Bcv por lo que
t
V2 V2
¥2o_2\ (7 95\ (L2 2\ (32 0
\/75 \/75 25 7 \/75 \/75 0 —18)°

Consideramos ahora el isomorfismo afin ¢’ de A% cuya matriz asociada respecto de la
referencia canodnica es

)

1
0
0

( 2 )
es una matriz ortogonal, ¢’ es una isometria (de hecho, como el determinante de esa

matriz es 1 y ¢’ deja fijo el punto (0,0), ¢’ es un giro de centro (0,0) y de dngulo 7 /4. Las
ecuaciones de ¢’ son

“frls o
Ml&w{& S

Como la matriz

[\

et
Nlo

1 1 0 0 1
_ V2 V2

Sea ahora ¢ la isometria inversa de ¢’ (g serd el giro de angulo —m/4 y centro (0,0)).
Recuerda que un punto p = (z,y) pertenece a (el lugar de ceros de) g(C%) si y solo si
g (p) pertenece a (el lugar de ceros de) C%. Como un punto (2',y’) pertenece a Cj si y
solo si
—178  —41v2 -23V/2 1
(1 2 o) | —41v2 7 25 2| =0,
—23v2 25 7 Y
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FIGURA 7. Cénica de ecuacién 1622 — 9y? — 64z + 18y — 89 = 0, de focos
q1,qo, centro p y ejes Ry y Rs.

R,

T T T
10 12 14

(

1 0 0\ / —178 —41v/2 -23v2\ /1 0 0 1
1z y) |0 L2 2 —41V2 7 25 0 L2 -2 lz]=0

0 L2 £ —23v2 25 7 0 2 £/ \y

Como

10 0\ [/ —178 —41y2 —23y2\ /1 0 0 —178 —64 18
0 2 2 —41V2 7 25 0 2 2| 64 32 0
0 2 2 —23v2 25 7 0 L2 £ 18 0 —18

un punto p pertenece a g(C%) si y solo si

162% — 9y — 642 + 18y — 89 = 0.
Podemos reescribir esta dltima ecuacién como

16(x —2)* —9(y — 1)* — 144 = 0.

Consideramos ahora la traslacion t de vector (—2, —1), que tiene por ecuaciones
¥ = x—2
/

y = y—1.
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FIGURA 8. Hipérbola CY, de ecuacién 16x? — 9y* — 144 = 0.

“10 8

La imagen de g(C%) por t seré el conjunto de ceros de la ecuacién 1622 — 9y? — 144 = 0.
Asi pues, si llamamos f a la composicién ¢ o g, podemos decir que f(C%) es la cénica CY
de ecuacién 16x% — 9y? — 144 = 0.

Paso 2: Usamos ahora el hecho de que en el ejercicio 10.6 vimos la descripcién geométrica
de CY. Deshaciendo la isometria que trasnforma C% en C¥ podemos entonces obtener las
propiedades geométricas de C. Asi pues, observa que los focos de CY son pf = (=5,0)
y Py = (5,0), el centro de Cy es el punto o” = (0,0), los vértices de Cy son los puntos
(—=3,0) v (3,0) y los puntos de C¥ son aquellos tales que el valor absoluto de la diferencia
de sus distancias a p{ y pj es igual a 6. Como f(C%) = CY, tenemos que C) = f~1(CY).
La isometria f tiene

/

como ecuaciones respecto de la referencia canénica, por lo que f~ tiene

¥ = %ix—%ier \/75
y o= Potgy+ P

como ecuaciones respecto de la referencia canénica. Como f~! es una isometria, concluimos
que C} es el conjunto de puntos tales que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias

a los puntos f~1(p!) = (=2v/2, —v/2) vy f~1(p4) = (3v/2,4V/2) es igual a 6. Por tanto, C
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FIGURA 9. Hipérbola C4, de ecuacién 7z + 50zy + Ty* — 82v/2x — 46+/2y —
178 = 0.

es una hipérbola cuyos focos son pj = (=2v/2,—v2) v ph = (3v/2,4V/2), su centro es
o = f740,0) = (‘/75, %ﬁ), su eje principal es la recta Ly de ecuacién x —y + /2 = 0, su
eje secundario es la recta Ly de ecuacién = + y — 2v/2 = 0, etc.

Ejercicio 10.17. Razonando como en el ejemplo 10.16 demuestra que el conjunto C% del
ejemplo 10.8 es una parabola y describe sus propiedades métricas.

El proceso que acabamos de describir en el ejemplo 10.15 y en el ejercicio 10.16 nos sugiere
la estrategia para, dada una cénica de A% arbitraria de ecuacion ay;2? + agy® + a9y +
ap1Z + agey + ago = 0, obtener sus propiedades métricas (es decir, decidir por ejemplo si es
una elipse real, una hipérbola o una parabola, dar su foco o focos, la distancia focal, etc.).
La idea serfa encontrar una isometria que transformara el lugar de ceros de la cénica en el
lugar de ceros de otra cénica cuya ecuacién sea més sencilla (de forma més precisa, si es
posible, una ecuacién como (10.2.1), 10.6.1 o (10.9.1)). El lugar de ceros de esa cénica de
ecuacién mas sencilla se podria describir facilmente y, deshaciendo la isometria, esto nos
permitiria describir el lugar de ceros de la cénica de partida. Sin embargo ya vimos en el
ejemplo 10.10 que no toda cénica de A% viene caracterizada por su lugar de ceros. Por
ello es preciso generalizar la manera en que hemos pasado en el ejemplo 10.15, usando la
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isometria f, de la ecuacién
T2 4+ Ty? — 2zy — 122 — 12y — 12 =0

a la ecuacion
62 +8y* —24 =10

Definicién 10.18. Sea F' un polinomio de R[z,y|, sea C' = [F] la cénica de A% corres-
pondiente y sea f una isometria de A%. Sean

/

= anr tapy +H

/

Yy = anr taxny +[0

las ecuaciones (con respecto al sistema de referencia candénico) de la isometria inversa de f

(recuerda que lo que tienen que cumplir aqy, a2, ao1, age para que f sea una isometria es

Q21 (g
denotamos como f(C') como la cénica de ecuacién F'(aq12+aioy+ 51, ag1x+ ooy +52) =0
(F' es un polinomio de grado 2 por la observacién 10.26).

que (aH a12> sea una matriz ortogonal). En ese caso definimos la imagen de C por f y la

Por otra parte, en el ejemplo 10.15 y en el ejercicio 10.16 también nos hemos dado cuenta
de que las cénicas C] y C tienen las mismas propiedades métricas que C; y CY respecti-
vamente. Asi pues desde un punto de vista métrico Cy y C son equivalentes y lo mismo

Yy Ch. La razén de que Cy y C7 y C§ y C) tengan las mismas propiedades métricas
es que podemos transformar unas en las otras mediante una isometria (que conserva las
propiedades métricas). Esto motiva que digamos que dos cénicas son métricamente equiv-
alentes cuando podemos pasar de una a otra mediante una isometria:

Definicién 10.19. Sean C'y C dos cénicas de A%. Decimos que C'y C’ son métricamente
equivalentes si y solo si existe una isometria f de A% tal que f(C) = C".

Ejercicio 10.20. Demuestra que, en efecto, la equivalencia métrica de cénicas es una
relacién de equivalencia (indicacién: puedes resolver el ejercicio de forma directa o usar la
proposicién 10.27).

Entre las cénicas de A%, la relacién de equivalencia métrica es una relaciéon de equivalencia
muy “fina”, como muestra el ejemplo siguiente:

Ejemplo 10.21. Las cénicas C y Cy de ecuaciones "’“%f + % =1y % + % = 1 no son

métricamente equivalentes. La justificacion rigurosa de esta afirmacion la veremos cuando
detallemos todas las clases de la clasificacion métrica de las conicas. De momento, nos
conformamos con una justificacion intuitiva: ambas conicas son elipses pero la longitud
de sus semiejes menores es distinta (no asi la de sus semiejes mayores), por lo que no
existird una isometria que transforme una cénica en la otra. Sin embargo, son coénicas
“parecidas” (como ya se ha dicho, ambas son elipses). Para expresar de forma precisa este
“parecido” nos conformaremos con encontrar, en vez de una isometria, un isomorfismo afin
que transforme C'y en C'. Por ejemplo, si consideramos el isomorfismo afin f de ecuaciones

¥ = x

y = oy
es facil comprobar que C; = f(C}). Intuitivamente lo que hace f es dejar el semieje mayor
de Cy igual y “estirar” el semieje menor de Cy, que mide v/2, para que mida v/3, que es lo
que mide el semieje menor de C'. Por eso es claro que f no es una isometria.
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El ejemplo anterior nos motiva a dar la definicién de una nueva relaciéon de equivalencia de
conicas, mas “débil” que la equivalencia métrica, que obtendremos relajando el requisito
de que, para que dos conicas sean equivalentes debe existir una isometria que transforma
una en la otra; ahora solo pediremos que exista un isomorfismo afin. Por otra parte, como
los isomorfismos afines tienen sentido para un plano afin sobre un cuerpo k arbitrario, la
siguiente definicién la haremos para conicas de A:

Definicién 10.22. (1) Sea F un polinomio de k[x,y], sea C' = [F] la cénica de A}
correspondiente y sea f un isomorfismo afin de A. Sean
¥ = anr tany +5

/

Y = anr +any +0

las ecuaciones (con respecto al sistema de referencia canénico) del isomorfismo afin
inverso de f (recuerda que lo que tienen que cumplir «ajq, a2, o1, e para que
a1 Qg2
Q21 (2
caso definimos la imagen de C por f y la denotamos por f(C'), como la cénica de
ecuacion F'(aq1x + aqay + 1, a1 + aey + [2) = 0 (el polinomio F' tiene grado 2
por la observacion 10.26).

f sea un isomorfismo afin es que ) sea una matriz invertible). En ese

(2) Sean C'y C’ dos cénicas de AZ. Decimos que C'y C’ son afinmente equivalentes si
y solo si existe un isomorfismo afin f de A% tal que f(C) = C".

Ejercicio 10.23. Demuestra que, en efecto, la equivalencia afin de conicas es una relacion
de equivalencia (indicacién: puedes resolver el ejercicio directamente o usar la proposi-
ci6én 10.27).

Observacién 10.24. Si dos cénicas de A% son métricamente equivalentes, también son
afinmente equivalentes, ya que una isometria del plano afin euclideo estdandar es un iso-
morfismo afin del plano afin estandar. Por eso decimos que la relacién de equivalencia
métrica es més fuerte (o més “fina”) que la relacién de equivalencia afin.

Escribir la ecuacién de una cénica usando su matriz asociada nos permite expresar de otra
forma la imagen de una cénica por un isomorfismo afin o por una isometria (tal como
hicimos en el paso 1 del ejemplo 10.16). También podemos reformular los conceptos de
equivalencia métrica y afin en términos matriciales. Enunciamos todo esto en las dos
siguientes proposiciones, que se pueden demostrar como un sencillo ejercicio:

Proposicion 10.25. Sea k un cuerpo con caracteristica distinta de 2, sea C' una conica
de A} (respectivamente, de A% ), sea f un isomorfismo afin de A} en si mismo (respec-
tivamente, una isometria de A%) y sea N la matriz de la inversa de f respecto de la
referencia cartesiana candnica de Ai. Si M(C) es una matriz asociada a C, entonces

M(f(C)) = N"-M(C)- N es una matriz asociada a f(C).
Observacion 10.26. La matriz N de la proposicién 10.25 es una matriz de la forma

1 0 0
51 Q11 (2
52 Qo1 (g9

con <a11 a12> invertible. Entonces la submatriz m(f(C)) cumple

Qg1 (99
t
(6} « « «
mife = (o o) oy (20 0.
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Como m(C) es no nula, m(f(C)) tampoco lo es. Esto implica que la ecuacién de f(C)
definida en las definiciones 10.18 y 10.22 es en efecto una ecuacién de grado 2.

Proposiciéon 10.27. Sea k un cuerpo con caracteristica distinta de 2, sean C y C" dos
conicas de A} (respectivamente, de A%) y sean M(C) y M(C') matrices asociadas de
C y C'. Entonces, C y C" son afinmente equivalentes (respectivamente, métricamente
equivalentes) si y solo si existe A € k* y una matriz

1 0
(b 3
con D = (dl) ,dy,dy € k (respectivamente, di,ds € R) y R una matriz 2 X 2, regular,

da

con coeficientes en k (respectivamente, ortogonal, con coeficientes en R) tal que
M(C")y = AN*M(C)N.

Observacion 10.28. Sean C' y €' dos conicas afinmente equivalentes. Existen matrices
asociadas M(C) y M(C") de C'y C" (recuerda que la matriz asociada a una cénica no es
tnica; es unica salvo producto por un escalar no nulo) que son congruentes. Ademds, para
esas matrices M (C) y M(C"), sus submatrices m(C) y m(C") también son congruentes.

Damos a continuacién las clasificaciones afin y métrica de las cénicas, de cuyas demostra-
ciones solo daremos aqui un esbozo. Ya hemos visto en la observacion anterior que la
equivalencia métrica es mas “exigente” que la equivalencia afin. Esto se traducira en
que habra menos clases de equivalencia afin que de equivalencia métrica, por lo que la
clasificacion afin serd mas sencilla y por ella empezamos.

Teorema 10.29. (Clasificacion afin de las cdnicas reales). Sea C' una conica de A%.
Entonces C' es afinmente equivalente a una y solo una de las conicas con las siguientes
ecuaciones:

(1) X2+Y?%—1=0. En este caso decimos que C es una elipse real.

X% —Y =0. En este caso decimos que C es una parabola.

X?24+Y?241=0. En este caso decimos que C es una elipse imaginaria.
—Y?%2=0. En este caso C es un par de rectas reales secantes.

—1=20. En este caso C' es un par de rectas reales paralelas.

X?24+Y? =0. En este caso C es un par de rectas imaginarias (conjugadas) secantes.
X?+1=0. En este caso C es un par de rectas imaginarias (conjugadas) paralelas.
(9) X2 =0. En este caso decimos que C es una recta doble.

En particular, dos conicas distintas de la lista anterior no son afinmente equivalentes.

Observacion 10.30. Vemos por el teorema 10.29 que existen mas tipos de cénicas reales
que las elipses reales, hipérbolas o pardbolas. Por una parte estan las elipses imaginarias
(que ya aparecieron en el ejemplo 10.10) cuyo conjunto de ceros en A% es vacio. Por
otra parte estan los pares de rectas (algunos de los cuales tienen conjuntos de ceros vacios
o formados por un solo punto) y las rectas dobles. A los pares de rectas y a las rectas
dobles se les llama cénicas degeneradas y a las elipses, hipérbolas y parabolas, coénicas
no degeneradas. Los pares de rectas secantes y las rectas dobles aparecen también como
secciones cénicas cuando intersecamos el cono cuddrico @ de A% de ecuacién z2+y*—2z? = 0
con un plano IT que pasa por (0,0,0) (segun sea el plano II, la cénica resultante serd un
par de rectas realas, una recta doble o un par de rectas imaginarias; en este ultimo caso
Q NIl = {(0,0,0)}). Vemos esto en las figuras 10 y 11, donde intersecamos ) con los
planos de ecuaciones xr =0y z — z = 0.
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F1GURA 10. Interseccion de @) con el plano de ecuacion z = 0.

—

—

Damos también la clasificacion afin de las conicas afines complejas, que es mas sencilla que
la de las conicas afines reales.

Teorema 10.31. (Clasificacion de las conicas complejas). Sea C' una cdnica de A%.
Entonces C' es afinmente equivalente a una y solo una de las conicas de las ecuaciones
siguientes:

(1) X2+Y2-1=0.

(2) X2-Y =0.

(3) X2 —Y?=0. En este caso C es un par de rectas secantes.

(4) X2 —1=0. En este caso C es un par de rectas paralelas.

(5) X2 =0. En este caso decimos que C es una recta doble.

En particular, dos conicas distintas de la lista anterior no son afinmente equivalentes.

Observacion 10.32. Si te resulta extrana la diferencia entre los teoremas 10.29 y 10.31,
observa lo siguiente: las cénicas de ecuaciones X2 4+ Y2 -1 =0, X2 -Y2-1=0y
X?+Y?%+1 =0 no son afinmente equivalentes en A% pero si en A% (jves por qué?). Lo
mismo ocurre con las cénicas de ecuaciones X? —Y? =0y X2+ Y? =0 o con las cénicas
de ecuaciones X2 —1 =0y X2+1 = 0. Eso explica por qué se reduce el niimero de clases
de equivalencia en el teorema 10.31 con respecto al teorema 10.29.

Damos finalmente la clasificacién métrica de las conicas reales:

Teorema 10.33. (Clasificacién métrica de las cdnicas) Sea C' una conica de A%.
(1) Si C' es una elipse real, existen a,b € R,a > b > 0 dnicos tales que C es
métricamente equivalente a la elipse real de ecuacion ff—;—l—{—;—l = 0. En particular,
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F1GURA 11. Interseccion de @) con el plano de ecuacion z — z = 0.

sia b € R,d >0 >0y (a,b) # (), la elipse real de ecuacion f—;—l—’;—;—l =0
no es métricamente equivalente a la elipse real de ecuacion ‘;%) + Z/,—; —1=0.

(2) Si C es una hipérbola, existen a,b € R, a,b > 0 inicos tales que C' es métricamente
equivalente a la hipérbola de ecuacion f—; — ’g—; —1=0. En particular, si a’,b €
R,V > 0 y (a,b) # (d',V), la hipérbola de ecuacion f—; - 32—22 —1=0no es
métricamente equivalente a la hipérbola de ecuacion f—,i — Zj—; —1=0.

(3) Si C' es una pardbola, eriste a € R,a > 0 unico tal que C' es métricamente equi-
valente a la pardbola de ecuacion aX? —Y = 0. En particular, sia’ € R,a’ >0y
a # d, la pardbola de ecuacion o’/ X* —Y = 0 no es métricamente equivalente a la
pardbola de ecuacion aX? —Y = 0.

(4) Si C es una elipse imaginaria, existen a,b € R,a > b > 0 dnicos tales que C
es métricamente equivalente a la elipse imaginaria de ecuacion f—; + ’g—; +1=0.
En particular, si a’,0 € R,a’ >0 > 0 y (a,b) # (d,V), la elipse imaginaria de
ecuacion f—; + g—; +1 =0 no es métricamente equivalente a la elipse imaginaria de
ecuacion i% + l};_i +1=0.

(5) Si C' es un par de rectas reales secantes, eziste a € R,a > 0 unico tal que C es
métricamente equivalente al par de rectas reales secantes de ecuacién a>X*—Y? = 0.
En particular, sia’ € R,a’ > 0 ya # d, el par de rectas reales secantes de ecuacion

2 L, .
a'“X? —Y? =0 no es métricamente equivalente al par de rectas reales secantes de
ecuacion a*’X? —Y? = 0.
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(6) Si C es un par de rectas reales paralelas, existe a € R,a > 0 dnico tal que C' es
métricamente equivalente al par de rectas reales paralelas de ecuacion X* —a® = 0.
En particular, sia’ € R,a’ > 0 ya # d, el par de rectas reales secantes de ecuacion
X2 — ¢* = 0 no es métricamente equivalente al par de rectas reales secantes de
ecuacion X% — a? = 0.

(7) Si C es un par de rectas imaginarias secantes, existe a € R,a > 0 unico tal que
C' es métricamente equivalente al par de rectas imaginarias secantes de ecuacion
a’X? +Y? = 0. En particular, si o' € R,a’ > 0 y a # da, el par de rectas
imaginarias secantes de ecuacion ’*X% + Y2 = 0 no es métricamente equivalente
al par de rectas reales secantes de ecuacion a*X? +Y? = 0.

(8) Si C es un par de rectas imaginarias paralelas, ezxiste a € R,a > 0 tnico tal que
C' es métricamente equivalente al par de rectas imaginarias paralelas de ecuacion
X% +a?>=0. En particular, sia’ € R,a’ >0 ya # d, el par de rectas imaginarias
secantes de ecuacion X2 + a’* = 0 no es métricamente equivalente al par de rectas
reales secantes de ecuacion X% 4 a® = 0.

(9) Si C es una recta doble, C' es métricamente equivalente a la recta doble de ecuacion
X2 =0.

Demostracion de los teoremas 10.29 y 10.33: Damos ahora un eshozo de demostracién de
los teoremas de clasificacion de conicas afines reales y de clasificacion métrica de las conicas.
Empezamos por el teorema 10.33. Tenemos que demostrar dos cosas. La primera es ver que
dada una cénica cualquiera de A% de ecuacion ay; 12 + agy? + a2y + g1 T + agay + agy = 0
es métricamente equivalente a alguna de las conicas de la lista dada en el enunciado del
teorema 10.33. La segunda cosa que hay que ver es que dos conicas de la lista de ecuaciones
diferentes no son métricamente equivalentes.

La idea para demostrar lo primero nos la da el paso 1 del ejemplo 10.16. Alli vimos que,
para transformar la conica C) en otra conica C) con una ecuaciéon como las que sale en
la lista del teorema 10.33 (en aquel caso fue una de las ecuaciones del apartado (2) de
la lista), lo que hacfamos era mover el centro y los ejes de C) hasta convertirlos en el
punto (0,0) y en las rectas y = 0y = 0. Eso lo conseguiamos haciendo primero un
giro y luego una traslaciéon. En general, dada una cénica C' arbitraria, gracias al teorema
espectral, siempre podremos encontrar un giro g de forma que en la ecuacién de g(C')
desaparezca el término en xy, que no aparece en ninguna de las ecuaciones de la lista. En
ocasiones (cuando la conica sea una pardbola, un par de rectas paralelas o una recta doble)
podremos elegir ¢ para que también desaparezca el término en y2. Geométricamente, en el
caso de elipses e hipérbolas, esto significa girar la conica hasta que los ejes sean horizontal
y vertical (compara las figuras 9 y 7), y en el caso de las pardbolas, girar la cénica hasta
que el eje sea vertical.

En segundo lugar haremos, si es necesario, una traslacion ¢ para que desaparezca de la
ecuacién los términos lineales (cuando a posteriori la cénica no sea una pardbola) y el
término en z y el término independiente (cuando a posteriori la conica sea una pardbola).
Se trata entonces de ver que después de llevar a cabo estos pasos siempre somos capaces
de obtener alguna ecuacion de las de la lista. En el caso en que la conica sea una elipse
o una hipérbola, esto significa geométricamente transladar el centro de la cénica al punto
(0,0) (compara las figuras 7 y 8). En el caso en que la cénica sea una parabola, significa
trasladar el vértice de la pardbola al punto (0,0).

En segundo lugar tenemos que ver que dos conicas de la lista con ecuaciones diferentes no
son métricamente equivalentes. Vemos en primer lugar que dos conicas en ntimeros distin-
tos de la lista no pueden ser (por el teorema 10.29, del que también daremos a continuacién
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una idea de demostracién) afinmente equivalentes y por tanto, tampoco métricamente
equivalentes. Nos queda entonces ver que dos conicas del mismo niimero pero con ecua-
ciones distintas no pueden ser métricamente equivalentes. Ilustramos el argumento en el
caso en que las dos cénicas estén en el apartado (1), es decir, sean elipses reales. En ese
caso, segun el ejercicio 10.2 si las elipses tienen ecuaciones distintas de la lista, bien la
distancia focal, bien la constante que es igual a la suma de distancias de los puntos de
una elipse a sus focos, no coincide para las dos elipses. Como una isometria conserva las
distancias no puede existir ninguna isometria que transforme una cénica en la otra.

Esbozamos ahora la demostracion del teorema 10.29. Ya hemos indicado cémo, por medio
de una isometria, llegar de una cénica cualquiera C' a una cénica C’ con una ecuacién como
las de la lista del teorema 10.33. Sin embargo, la lista de ecuaciones del teorema 10.29
es mucho més reducida por lo que tenemos que transformar més (haciéndola atin maés
sencilla) la ecuacién de C’. Para ello hacemos un argumento como el del ejemplo 10.21. Lo

. . .. , g2 2
ilustramos otra vez con el caso de las elipses. La cénica C' tendra una ecuacion 7z +4; = 1,
donde a > b > 0. Consideramos entonces el isomorfismo afin f (que, en general, no serd
una isometria; solo lo serd si a = b = 1) de ecuaciones

[

Ly
; i
b

Yy o= v

Entonces f(C”) tiene ecuacién 2% +y* — 1 = 0.

Finalmente vemos que dos cénicas C' 'y C’ de ecuaciones distintas de la lista del teo-
rema 10.29 no son afinmente equivalentes. Si lo fueran, existirifan matrices asociadas
M(C)y M(C") que serfan congruentes y tales que sus submatrices m(C') y m(C") también
lo serfan. Eso implicaria que M(C) y M(C") tendrian el mismo rango y el mismo ntimero
de entradas positivas y negativas en la diagonal (por la ley de inercia) y lo mismo pasaria
para m(C') y m(C"). Sin embargo, es un sencillo ejercicio comprobar que cénicas con dis-
tintas ecuaciones de la lista siempre dan lugar a matrices (recuerda que la matriz asociada
a una cénica no es unica; solo es unica salvo producto por escalar no nulo) para las que
uno de esos invariantes citados cambia. 0

La observacion 10.28 y el teorema 10.29 nos permiten obtener el siguiente método rapido
para saber cuando dos cénicas reales son afinmente equivalentes y para conocer la clase
afin de una cénica real C"

Teorema 10.34. Sea C' una cdnica de A%, sea

1
apo  5@01 50Q02
1
M(C) = ?am a1 5a12
1
5002 3012 Q22

una matriz asociada a C' 1y sea

Sea R(C) el rango de M(C'), sea £(C) = X(M(C)) el valor absoluto de la diferencia entre
el niumero de entradas positivas y el niumero de entradas negativas de una matriz diagonal
congruente con M(C), sea r(C) el rango de m(C) y sea o(C) = o(m(C)) la el valor
absoluto de la diferencia entre el numero de entradas positivas y el niumero de entradas
negativas de una matriz diagonal congruente con m(C') (recuerda que R(C),%(C),r(C) y
o(C) no dependen de la matriz asociada a C elegida). Entonces la clase de equivalencia
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afin de C wviene determinada por los valores de R(C),3(C),r(C) y o(C), segin la tabla
siguiente:

Clase afin de C' R(C) | Z(C) | r(C) | a(C)
Elipse
real1-?) 3 1 2 2
Parabola?) 3 1 1 1
Hipérbola(!:?) 3 1 2 0
Elipse
imaginaria) 3 3 2 2
Par de rectas
reales paralelas(® 2 0 1 1
Par de rectas
reales secantes(® 2 0 2 0
Par de rectas
imaginarias paralelas 2 2 1 1
Par de rectas
imaginarias secantes 2 2 2 2
Recta doble® 1 1 1 1

(1): Las elipses (reales o imaginarias), pardbolas e hipérbolas se denominan cénicas no de-
generadas y el resto se denominan cénicas degeneradas. (2): Las elipses reales, pardbolas,
hipérbolas, pares de rectas reales (paralelas o secantes) y rectas dobles se denominan cénicas
reales y el resto se denominan conicas imaginarias.

En particular dos cénicas Cy y Cy de A) son afinmente equivalentes si y solo si R(Cy) =
R(CQ), T(Cl) = 7’(02), Z(Cl) = E(CQ) Yy O'(Cl) = O'(Cg).

Demostracion. Observamos por una parte que si calculamos los invariantes R, >, 7 y o de
cada cénica C' de la lista del teorema 10.27, obtenemos todas las cuaternas de invariantes
que aparecen en la tabla. Por otra parte, el teorema 10.32 nos dice entre otras cosas
que si dos cénicas Cy y Cy son afinmente equivalentes, R(Cy) = R(Csy), X(Cy) = X(Cy),
r(C1) =1r(Cq) y 0(Cy) = o(Cy). Por ello, si C es de una determinada clase de equivalencia
afin, sus invariantes R, >, r y ¢ son como indica la tabla.

Por otra parte, dada una cénica C' de A% sabemos por el teorema 10.27 que C' es afinmente
equivalente a una de las cénicas cuyas ecuaciones aparecen en la lista del enunciado de
dicho teorema. Por el teorema 10.32 sabemos que esa conica tiene los mismos invariantes
R, Y. ry o que C. Como la cuaterna formada por los invariantes R, >, r y ¢ de las nueve
conicas de la lista de 10.27 es distinta en cada caso, los valores R(C), X(C),r(C) y o(C)
determinan a qué cénica de la lista del teorema 10.27 es afinmente equivalente C. 0J

Corolario 10.35. Sea C una cénica de A) y sean R(C),2(C),r(C) y a(C) como en el
enunciado del teorema 10.32b. Entonces

(1) C es una conica no degenerada si y solo si R(C) = 3;
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(2) C es un par de rectas si y solo si R(C) = 2;
(3) C es una recta doble si y solo si R(C) =1;y
(4) C es una conica real si y solo si (C) =0, 1.

Demostracion. Es consecuencia directa del teorema 10.34. O

En el caso de las conicas complejas tenemos un teorema similar al teorema 10.34, aunque
maés sencillo, ya que la clasificacién que aparece en el teorema 10.31 también lo es (dejamos
al lector que deduzca un cuadro como el del teorema 10.34):

Teorema 10.36. Con la notacion introducida en el teorema 10.34, dos conicas C7 y Co
de A2C son afinmente equivalentes si y solo si Ry = Ry y ry = ry.

Demostracion. Ejercicio. O

Los teoremas 10.34 y 10.36 nos dan un criterio “algebraico” (ya que lo que hacemos es
comprobar rangos y signaturas de ciertas matrices) para clasificar afinmente las cénicas.
Mas adelante, cuando usemos la Geometria Proyectiva para estudiar las cénicas afines,
daremos un criterio geométrico de clasificacién.

Conicas y referencias cartesianas

Aprovechamos que hemos escrito las ecuaciones de las conicas en forma matricial para ver
cémo cambia la ecuacién de una conica cuando cambiamos de coordenadas. Si una cénica
de AZ tiene ecuacién F' = 0 y llamamos C' al conjunto de puntos {(z,y) € AZ|F(x,y) = 0}
y si, por otra parte consideramos una referencia cartesiana %’ de A3 tal que las ecuaciones
del cambio de referencia de #’ a la referencia canénica %, de A} son

r = ant 4oy +5
y = ant’ Fay +0,

entonces los puntos de C' son aquellos cuyas coordenadas (z/,y') en Z’ cumplen la ecuacién
G(2',y") = Fanx +ay’ + 51, ag1 2’ + oy’ + f2) = 0. El polinomio G es un polinomio (en
las variables z’,y’) de grado 2 tal y como veremos en la observacién 10.38. Es decir G = 0
sigue siendo la ecuacién de una conica, (de hecho, de la misma cénica que teniamos, pero
en coordenadas en Z'). Esto motiva que demos la siguiente definicién de ecuacién y matriz
de una cénica en un sistema de referencia cartesiano %’ de A} que no es necesariamente
el sistema de referencia canénico:

Definicién 10.37. Sea C' una cénica de A} de ecuacién F = 0 y sea M(C) una matriz
asociada de C. Sea Z' = {0’; B’} una referencia cartesiana de A, sean

r = anx 4apy +5
y = anr’ +any +05
las ecuaciones del cambio de referencia de #’ a la referencia canénica Z, y sea My 4. la
matriz de cambio de referencia de Z a Z%.., es decir
1 0 0
M%",%c = |/ an ap
Bo o1 Qg
Diremos que F(aq12" + a12y’ + f1, anz’ + sy’ + B2) = 0 es la ecuacion de C respecto de
la referencia Z' y que
Mz (C) = My 55, M(C) M 2,
es una matriz de C' respecto de la referencia %' (la matriz de C' respecto de la referencia
' es tnica salvo producto de un elemento no nulo de k).
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Observacién 10.38. Como m(C) no es la matriz nula 'y Mp g, es invertible, es claro que
Mt 3 . m(C) . MB/,BC

tampoco es nula, por lo que F(aq12’ + aqay’ + 51, ag12’ + angy’ + [2) es un polinomio de
grado 2.

Observacion 10.39. Segun la definicion 10.37, F' = 0 es la ecuaciéon de C respecto de la
referencia candnica y M (C') es una matriz de C respecto de la referencia canénica.

Proposicién 10.40. Sea C' una cénica de A} y sean #, y %> dos sistemas de referencia
cartesianos de A}. Entonces

MQQ (C) = Met%g,.%1 Mc%l (C)M%%%l °

Demostracion. Ejercicio. O

Observacién 10.41. Abordamos ahora la situacién en A%. Si tenemos la ecuacién (o la
matriz) en la referencia canénica de una cénica C' y hacemos un cambio de coordenadas
a una referencia candnica no rectangular, obtendremos la ecuacién (o la matriz) de C' en
el nuevo sistema de referencia pero no podremos conocer las propiedades métricas de C'
mirando su ecuacién en esas nuevas coordenadas. Por ello, cuando estemos interesados en
las propiedades métricas de una cénica de A% y cambiemos las coordenadas, es necesario
que el cambio sea de la referencia candnica a otra referencia cartesiana rectangular y,
en general, que nuestros cambios de coordenadas lo sean entre dos referencias %, y %-
rectangulares. Esto se traduce en que en la matriz My, », de cambio de referencia la
submatriz de cambio de base sea ortogonal.

Reinterpretamos ahora las relaciones de equivalencia afin y métrica, expresandolas en
términos de ecuaciones y cambios de coordenadas.

Observacién 10.42. Si nos dan unas ecuaciones
/

¥ = ymr +yy +6
10.42.1
( ) Y = yaxr +yy +0a,

donde 7,5, d; € k (respectivamente R), tales que la matriz

Y11 V12
Y21 V22

sea reqular (respectivamente ortogonal) y nos piden interpretarlas, podemos hacerlo de dos
formas: (10.42.1) son las ecuaciones de un cambio de referencia de Ai (respectivamente,
de un cambio de referencia rectangular de A%) pero también son las ecuaciones de un
isomorfismo afin de A% (respectivamente, de una isometria de A%). Lo mismo pasa si
nos piden interpretar una matriz

1 0 0
N=100 71 M2
P Y21 V22

de la que sabemos que

M1 M2
Y21 Y22
es reqular (respectivamente ortogonal): N es a la vez la matriz de un cambio de referencia

de A (respectivamente, de un cambio de referencia rectangular de A%) y la matriz de un
isomorfismo afin (respectivamente, de una isometria de A%).



APUNTES DE GEOMETRIA LINEAL 123

De esta observacién se sigue la siguiente proposicion:

Proposicién 10.43. Sean C' y C' dos cdnicas de A} (respectivamente, de A% ). Entonces
C' y C' son afinmente equivalentes (respectivamente, métricamente equivalentes) si y solo si
existen dos referencias cartesianas (respectivamente, referencias cartesianas rectangulares)
Xy X tales que la ecuacion de C respecto de Z es la misma que la ecuacion de C' respecto
de Z' salvo, quizas, producto por un escalar no nulo de k (respectivamente, de R).

De igual forma, C' y C" son afinmente equivalentes (respectivamente, métricamente equiva-
lentes) si y solo si existen dos referencias cartesianas (respectivamente, referencias carte-
sianas rectangulares) Z y X' tales que Myz(C) = XMy (C') para algin A € kK* (respecti-
vamente, de R*).

En vista de la observacion 10.42, el proceso descrito en el paso 1 del ejemplo 10.16 y en
el esbozo de demostracion del teorema 10.33, cuando pasamos de una cénica C' cualquiera
de A% a otra conica, métricamente equivalente, con una ecuacién como las de la lista
del teorema 10.33, se puede entender también de esta otra forma. En el caso de una
hipérbola o una elipse real, por ejemplo, lo que hacemos es pasar de la ecuacién de C
respecto del sistema de referencia candnico a la ecuacién de C' respecto de un sistema
de referencia cartesiano rectangular que tiene como centro, el centro de C' y como base,
vectores directores (de norma 1) de los ejes de C. Para mds detalles, puedes ver los
ejercicios 6, 7y 8 de la hoja de ejercicios.

Observacién 10.44. Quiza te haya sorprendido que mientras en los temas 1 y 2 dedicados
a la Geometria Afin y a la Geometria Afin Euclidea los enunciados se hacian para espacios
afines y espacios afines euclideos arbitarios, en este tema hemos trabajos solo en el plano
affn estdndar A y en el plano afin euclideo estdandar A%. Sin embargo, una vez fijado
un sistema de referencia cartesiano (respectivamente, cartesiano rectangular) % en un
plano afin arbitrario (A, V, ) (resp., en un plano afin euclideo arbitrario (A, V, ¢, <,>),
no presenta demasiados problemas definir la ecuacién o la matriz de una conica del plano A
con respecto de Z. De esto se sigue que las cénicas de A tienen las propiedades geométricas
que ya hemos estudiado para las cénicas del plano afin estandar A3 y del plano afin euclideo
estdndar A%. Un caso en que tiene interés hablar de cénicas en un plano afin que no es el
plano afin estdndar es cuando intersecamos una cuddrica de A} con un plano afin de A3.
Hemos visto un ejemplo de esto en las intersecciones del cono cuadrico ) con distintos
planos (paginas 103-104 y figuras 4, 5, 6, 10 y 11).



